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Vorwort

Es gibt Sachaufgaben, bei denen eine Zielfunktion 2 Unbekannte hat. Solche Aufgaben erfordern
neue Methoden zur Berechnung der Extremwerte. Das Paradebeispiel dazu ist der Quader mit seinen
drei Kanten x, y und h (H6he). Gibt man eine Nebenbedingung vor, also etwa die gesamte Kanten-
lange oder die Oberflache oder das Volumen und fragt dann danach, fur welche Abmessungen dann
die anderen dieser drei Grol3en einen Extremwert annehmen, liegt eine solche Aufgabe vor.

Man muss dann verstehen, dass eine solche Funktion z = f(x,y) eine Flache im xyz-Koordinaten-
system beschreibt. Mit CAS-Rechnern oder einem geeigneten Computerprogramm kann man eine

solche Flache darstellen.

Ich zeige in diesem Themenheft, das ganz solchen Quaderaufgaber’ gewitmet ist, zwei verschiedene

Rechenwege und zwei experimentelle, grafische Wege auf.

Beim ersten Rechenweq wird eine der beiden Unbekannten, meist veiwende ich y, als Parameter

festgehalten. Dies bedeutet anschaulich, dass man die oben ganannte Flache mit einer Ebeney =t
schneidet und dort eine Schnittkurve erhalt. Deren Extrempuii«.ist berechenbar. Dann verschiebt
man die Ebene y =t so, dass der Extrempunkt eine Lage* :ekommt, in der er entweder am hdchsten

oder am tiefsten liegt.

Die zweite Methode kommt aus der Analysis mit 2%/ arianlen. Man berechnet die partiellen Ableitungen

in x-Richtung und in y-Richtung, setzt beide 0 t.2a'Rerimt so auf ein oft einfaches Gleichungssystem,
dessen Loésung den gewlnschten Extremwert liefert. Diese Methode ist viel kiirzer als die erste.

Ich zeige im Laufe der Texte, dass die am Gymnasium leicht verstandlich zum machen ist.

Als Schreibweisen fiir die partielle Ableiti\ngach x verwende ich f,(x,y), wéhrend f,(x,y) die
partielle Ableitung nach y bezeichnet. *ian uarf dies nicht mit der Parameter-Schreibweise von

Funktionen verwechseln: f (x).

Ferner sei noch auf eine scheinba:/nknsequente Schreibweise der Funktionen hingewiesen. Bei
eine Funktion mit 2 Variable’i, also fxy) verwendet man ein Komma als Trennungszeichen, etwa
f(2,5). Das bedeutet dann x = z%id y = 5. Verwendet man aber x =2 und y = 2,5, dann fuhrt die
Schreibweise f(2,2,5) zu Unklarheiten. Dann sollte man die Variablen durch ein Semikolon trennen:
f(2;2,5). Wenn ich also plétzlich Semikolon statt Komma verwende, dann hat dies nur diesen Grund.

Computer verwenden aus diesem Grund Dezimalpunkte!

Die beiden experimentellen Loésungen verwenden entweder die Trace-Funktion eines CAS-Rechners:

Damit kann man einen Punkt so lange uber die 3D-Fléache verschieben, bis man eine extreme Lage

gefunden hat. Oder man verwendet das Programm MatheGrafix (www.mathegrafix.de) und zeichnet

statt der Flache eine Kurvenschar. Dieses Programm hat in der neuen Version 7 ebenfalls eine Trace-
Funktion und gestattet so das experimentelle ,Auffinden” von hdchsten Hochpunkten oder tiefsten

Tiefpunkten von Kurvenscharen. Man kann das Ergebnis damit vorziiglich ann&hern!
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Fur alle es nicht kennen, hier die Arbeitsoberflache von MatheGrafix (Version 7)
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Dargestellt wird eine Kurvengakiar acs Aufgabe 3.

Lieber Leser, fuhlen Sie sich nicht erschlagen von diasen viele Seiten Vitamin-M-haltiger Kost.

Ich empfehle vor allem das grundliche Durcharbeiian der ersten Aufgabe mit ihrer sehr ausfuhrlichen

Lésung. Dann versteht man mdglicherweise (bzw. hoffentlich) die anderen Ausarbeitungen besser.

Zum Uberfliegen wird es nicht immer geeignet s2in.

Fur die Interessenten an etwas mehr Giandlagen gibt es zu Beginn 18 Seiten anschauliche

Einflhrung in diese Mathematik der ¥ unkéonen mit 2 Variablen. Sie sollen auch helfen, die folgenden

nicht immer einfachen Losungsmetrden besser zu verstehen. Eilige kbnnen sie so lange

Uberspringen, bis Verstandniggiahiciie auftauchen.

Mit hat es riesigen Spal gemaci.\; diesen Stoff fur anspruchsvolle Leser und vielleicht fir manche

tollen Unterrichtsstunden aufzubereiten.
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49012 Extremwerte Funktionen mit 2 Variablen 20

Aufgabe 1

Aus 120 cm Draht soll ein Quadermodell geformt werden.
Welche Mal3e hat ein solcher Quader, wenn sein Volumen h
ein Maximum sein soll?

y
Lésung X
1. Schritt:  Aufstellung der vorlufigen Zielfunktion
Volumen des Quaders: V(xy,h)=x-y-h (1)
Anmerkung: Die Quaderhthe wird bewusst nicht mit z bezeichnet, weil wir z
anschlieBend als Abklrzung fir V(x,y) veryenden.
2. Schritt:  Herausfinden der Nebenbedingungen N

Seine Kantenlange betragt: L(x,y.h) =4x+4y+4h=4-(x+y+h)
Sie ist gegeben: L(x,y,h) =170

Also folgt diese Gleichung: 4. (x +y+2)=120

bzw.: X+y+h=20 (2)

Problematik erkennen:

3. Schritt:

4. Schritt:

Die Volumenfunktion beruht auf 3 viariasien. Durch die einzige Nebenbedingung (2)
kann man eine dieser drei eliminieren, etwa h:
(2) umstellen nach h: h=30-x-y 3)

Wenn man dies in der Zielfufiktion (1) einsetzt, bleibt eine Funktion mit 2 Variablen tbrig.

Aufstellen der endgultigein Zielfunktion

(3) in (1): V(xy)=x-y-(30-x-y) 4)
Oder ausfiihrlicwer: V(x,y) = 30xy — x°y — xy? (5).

Festlegung des Definitionsbereichs fiir die Zielfunktion

Klar ist, dass jede Kante vorhanden ist, also missen x und y jeweils > 0 sein.
Aus (2) erkennt man, dass keine der Gréf3en 30 erreichen kann, sonst werden die
anderen 0 oder gar negativ: D,=]0;30[ und D, =]0;30].

Doch Vorsicht: Wegen der Kopplung von x und y ist die rechte Zahl noch zu grof3.

Es gibt verschiedene Wege, zu einer Losung zu kommen.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Erste Uberlegungen zu Funktionen mit 2 Variablen.

Eine Funktion wie V/(x,y) = 30xy — x’y —xy* benétigt die Eingabe eines Zahlenpaars (x| y) um

daraus einen Funktionswert berechnen zu kdnnen. Diesen Funktionswert nennt man dann z.

Damit lasst sich diese Zuordnung geometrisch 3-dimensional interpretieren:

Jedem Zahlenpaar (x|y) wird eindeutig ein Funktionswert z =V (x|y) zugeordnet.
Denkt man sich ein dreidimensionales (raumliches) Koordinatensystem vorhanden,
dann stellt (x | y) einen Punkt in der Grundebene (x-y-Ebene) dar. Den zugeordneten
Funktionswert z verwendet man als 3. Koordinate, so dass man ein Tripel (x Yyl z)
erhalt, das einen Punkt im Raum darstellt, der um die Strecke z senkrecht tiber dem
Punkt (x|y) liegt (,iber“ - wenn z positiv ist, ,darunter” bei p2gativem z.)

So ergeben sich unendlich viele Raumpunkte, die eine Flagive dad.ellen.

CAS-Rechner oder manche Computerprogramme kénnen diese Flaciie darstellen. Hier eine

Darstellung der zur angegebenen Gleichung gehérenden Flagiwrdurch den CAS-Rechner

CASIO ClassPad.

Gemal dem

W Edit Zoom Analvse :I
EE ] i N EN A e

Definitionsbereich
dieser Funktion lasst
man x und y erstab 0
beginnen. Dadurch
Man sieht in diesen

4 Abbildungen die
x-Achse und die
y-Achse sowie deren
Schnittpunkt, also
den Ursprung, das ist
die Ecke hinten links
bzw. hinten rechts
und vorne rechts.

Abb. 1

il Fdi';’\m Analyse 4 :I
EUAEN B

Abb. 2

¥ Edit Zoom Analyse :I
B =] S EN EN = R

Abb. 3

Die Flache wurde
also um die z-Achse

[z1=ze v (2E-—x—4

[z1=x- v 3B—x—w2 |

[z1=x- v (3E—x—wd

= Bog Feal o Boa Real
gedreht, die ich blau B2 Feal X am  |[Beg Real o] S
eingefiigt habe. | ¥ Edit foom Analwse # :I Fenster—-Einst.
v 3 Speicher O20 ®30
In der 4. Abbildung wird schragwan ob':n auf E@@E‘@- [ xrmin | -
i A i max =328
diese Flache geblickt. A Abb. 4 Gitter :25 Abb. 5 I
rnin B
Um diese Flache besser zu verstehen, muss man max =38
. . . . Gitter =25
die eingezeichneten Linien ansehen. Dazu =i ‘@
schaue man auf die Abbildung 3. Dort geht die max - 1588
x-Achse nach hinten, die y-Achse nach links. [or | [AEGr. | [Foroat=] H

Denkt man sich die Flache mit einer Ebene
geschnitten, die parallel zur yz-Ebene (das ist
in diesem Fall die Zeichenebene) liegt, dann
entstehen die parabeléhnlichen Linien als
Schnittkurven! Dasselbe passiert, wenn man
die Flache mit Ebenen parallel zur xz-Ebene
schneidet.

[z1=x- v (@22 |

EBoa Real ]

Diese Einstellungen
liegen den Abbildungen
zugrunde. Man kann sie
verandern und die
Wirkung beobachten.

In Abb. 4 sieht man dies recht deutlich. Die blaue gestrichelte Linie stellt die Spur einer zur xz-Ebene parallelen
Ebene dar. In etwa dieser Richtung blickt man von oben auf die Schnittparabeln. Die rote Linie stellt die Spur
einer zur xz-Ebene parallelen Ebene dar. In etwa dieser Richtung blickt man von oben auf die Schnittparabeln.

Friedrich Buckel
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49012 Extremwerte Funktionen mit 2 Variablen 22

Ich habe hier von Schnittparabeln gesprochen. Dass es sich tatsdchlich um Parabeln handelt, zeigt

die folgende Rechnung. Doch zuerst zwei Abbildungen dazu:

z V4
A A
=0 =4
X =0 y y
x=3
,/”——_~\\\ i
N Iy
’ N 1 \
. > >y et >y
,/ ‘\ 1 4
’ \ 1
1, \
B

X X/

Im linken Koordinatensystem wurde die yz-Ebene als Rechteck dargastellt/ sie hat die Gleichung x =0
(weil darauf x immer 0 ist, aber y und z beliebig sein diirfen). Ge!b eingzfarbt ist ein Rechteck, das
einen Teil der dazu parallele Ebene durch x = 3 darstellt. Diese L2har hat die Gleichung x = 3.

Das rechte Koordinatensystem stellt entsprechend die xz-Ebene ¢nit der Gleichung y = 0 und die dazu
parallele Ebene mit der Gleichung y =4 dar.

In die eingefarbten Ebenen habe ich Kurvenbdgen eingeziichivet, die Schnittparabeln ,andeuten”

sollen, wie das in den Screenshots der Seite zuvor zu e.RanReN war.

Berechnen von Schnittkurven

a)  Nunwollen wir wirklich die durch V(x,y) =29xy - x°y —xy* gegebene Flache mit der Ebene

x = 3 schneiden. Dazu setzt man x = 3 ein: Tt
500-
V(3,y) =00xy- 9y - 3y? o
3004
V(3,y) sy’ +8ly (6a) 200
Dies ergibt eine nach unten ceoiinete Parabel mit einem Scheitel P R B

bei x = 13,5. Man berechne:/thr so:

V'(3y)=-6y+0&%, /fus V'(3,y)=0 folgt 6y=81 < y=8-2-135

Nun wollen wir uns zwischendurch darauf besinnen, was das mit unserer Aufgabe zu tun hat:

Wir berechnen einen Quader mit der Kantenlange 120 und haben vorgegeben x = 3 (cm).

Alle aus (6a) berechenbaren Volumina sind méglich, wenn man nur y vorgibt. Firy = 13,5 (cm)

erhalten wir das dabei mdgliche maximale Volumen, das man so berechnet:
V(3;13,5)=-3-13,5% +81-13,5 =287 = 546,756 (cm’)

Die zugehorige Hohe des Quaders erhalt man so: h=30-x-y=30-3-13,5=13,5 (cm).

Anmerkung: Screenshots zur CAS-Berechnung folgen weiter hinten!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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b) Wir verschieben die Schnittebene weiter nach vorne und verwenden die Gleichung x = 8.

Dies setzen wir einin  V(x,y) = 30xy — X’y — xy*: 2

V(8,y) = 240y - 64y - 8y*
V(3,y)=-8y* +176y (6b)

Dies ist eine nach unten getffnete Parabel mit einem Scheitel bei

x = 11, wie die folgende Rechnung zeigt

V'(3,y)=-16y+176. Aus V'(3,y)=0 folgt 16y =176 < y=18-11

Der zugehdrige Quader mit der Kantenldnge 120 und hat x = 8 (cm). A!'=,aus (6b) berechenbaren
Volumen sind mdglich, wenn man nur y vorgibt. Fury = 11 cm erh&.t2n wir das dabei mégliche
maximale Volumen, das man so berechnet:

V(811)=-8-11° +176-11=968 {=m>
Die zugehorige Hohe des Quaders erhalt man aus h=30-x-y/=30-8-11=11.

Nun ist die Frage naheliegend, ob man weitere Beispiele atch,so ausfihrlich berechnen muss oder ob

das nicht kurzer geht!

Dazu betrachten wir die Gleichung V(x,y) = 30xy.— x* —xy? als Funktionenschar.

Die Variable x sei der Parameter, den wir fir den Mement festhalten wie eine gegebene konstante

Zahl. Ublicherweise schreibt man das in der Schaimathematik, so:

f (y) =30x-y - x°y —xy*
oder besser so: f(y)=—x-y? + [0 %2 ) -y

Dann erkenni maiy; dass eine Parabelschar vorliegt:

z

1000

X =12 bis 8

Mit MatheGrafix wurden hier diese Scharparabeln dargestellt. Links die Parabeln zu den

Schnittebenen x=1 bis x = 8, in der Mitte fir x = 8 bis x = 12 und rechts fir x = 12 bis x = 20.

Fir x = 10 scheint der Scheitel am héchsten zu liegen. Es stellt sich also die Frage:

Welche der Schnittparabeln hat wirklich den héchsten Scheitel?

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



49012 Extremwerte Funktionen mit 2 Variablen 24

Genauer formulierte Aufgabe:

(1)  Fur konstantes x entsteht aus V(x,y) =30xy — x’y —xy? die Funktionenschar
V(X,y)=-Xx-y* +(30x —x?)-y

Berechne die Scheitel der Scharparabeln.

Ldsung

V(xy)=-x-y*+(30x-x?)-y
Ableiten nach y: V'(x,y)=-2x-y+(30x - x?)

(Immer beachten, dass y die freie Variable ist und x als konstant zu haltender Parameter zu

denken ist!).
Scheitelbedingung: —2X-y+(30x-x?)=0
x-(-2y+30-x)=0

1. Lésung x =0 scheidet aus (x>0wgi varausgesetzt!)
2.Loésung: (-2y+30-x)=0

y ~30-x
S 2

X U -
15+ = ery=0

Zugehoriger zWert:  z=V(x15-%) =30+ x (15 - %) -x* (15— %) ~x-(15 - %)’

2
Z = 450x ~ 15X — 1557 +1x3 —225x + 16%° —1x°
z =1x% {15x7 + 225x
Ausklammern von %, das heil3t iid'er Klammer durch % dividieren also mit 4 multiplizieren:
z=2(x"%4-15x" + 4.225x)
254 X® - 60X + 900
Ubrigens kann man diez"a:Civ50 schreiben:

2
z: 1x-(x-30)" !
Der allgemeine Scheitel hat somit diese Koordinaten: S, (15 —2x]| %(x3 —60x* + 900))

(Bitte nicht aus den Augen verlieren, dass wir eine Parabel in einer Ebene haben, in der die

Koordinaten y und z hei3en, und bei der x eine konstant gehaltene Zahl (Parameter) ist.)

Hier kann man jetzt zu jeder Ebene x = 3 oder x =8 oder x =15 usw. die zugehdrige Parabel

mit dem Scheitel ablesen.

Beispielsweise folgt fir x =15:  yq =15-£ =75 und z=V(15,7,5)= 3%% =843,75 (cmd).

Ruickblick:  Fiir x = 8 und y = 11 hatten wir das bisher grofte Volumen mit 968 (cm®).

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Nachste Fragestellung:

(2) Furwelches x liegt der Scheitel einer Scharparabel am héchsten? Mit anderen Worten:

Far welches x erhalt man den grof3te z-Wert, also das gréfite Volumen Uberhaupt?

Ldsung

Dazu schreiben wir uns die z-Koordinate des Scheitels als Funktion von x auf:
z4(x) = i(x3 —60X? + 900x)

4
und leiten nach x ab:

Extremwertbedingung:
x> —40x+300=0

_ 40+/1600—-4-300

z,'(x) = 4+(3x* ~120x + 900)
z5'(x)=0 < 3x*-120x+900=0

X2 =

2
_ 40++/400 40+20C,, (30¢D,

X
12 2 2

2

, (10

(Wir verzichten auf eine Kontrolle durch einen negativen 2. Ableitirgswert).

Also erhalt man ein Maximum fir x = 10. Dazu gehortdans y =15-3=15-5=10

[:3

=~+/1500 -1200

V]

und schlief3lich die Quaderhéhe h=30-x-y=30-10+22=10 sowie V,, =10-10-10=1000'!

ERGEBNIS: Der Quader mit maximalem Voi ymenwiid der Kantenlange 120 cm ist ein

Wiirfel mit der Kantenlange 29.cm.

Die Aufgabe ist nun zwar geldst, dennosinsolite man in der Betrachtung der Funktion

V(x,y)=30xy —x’y —xy® etwas fortsetzen

Auf dieselbe Weise wie eben kann nian die z-Flache auch mit Ebenen schneiden, die parallel zur xz-

Ebene liegen, also festen y-Wert Faken.

Die dargestellte Ebene hat d’e Gle:chung y = 4.
Ihre Schnittkurve mit der Flachewa/nalt man durch

Einsetzen vony = 4:

V(x,4)=30x-4-x*-4-x-4?
V(x,4) = —4x* +104x

Durch Ableiten und Nullsetzen erhélt man ihren Scheitel
an der Stelle x=13 mit z = V(13;4) = 676 mit
h=30-x-y=30-13-4=13.

Was haben wir jetzt eigentlich berechnet???

Y=

xx

Wir wissen nun, dass bei vorgegebener Grundkante y = 4 (cm) das Quadervolumen dann maximal

wird, wenn x und h beides 13 (cm) groR wird. Das maximale Volumen wird dann 676 (cm®) groR3.

v
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Hier die Screenshots zu CASIO ClassPad und den Berechnungen die auf den Seiten zuvor

manuell dargestellt worden sind:

[ & Edit Aktion Interaktiv

Definition der Zielfunktion. 5, [ [ [l
v — - — =
Schnittkurve mit der Ebene x = 3 (Parabel). Define Vix,y)=3@ay-—x sy done B
U Tec T
z
. . . _27 LR o SN RN
Berechnung ihres Scheitels: yg =5 solwe Cdiff (YOSl i =E,
27
— .27\ _ 2187 ==1
und ZS = V(3,_7) =57 - {5—' z }
TP 22—?}
Definition der Quaderhdhe h. 2187
EY
Cefine hix,wi=gdd-x—y
Zugehorige Quaderhohe. done
27
hegs -0
2
. : 27
Neue Schnittparabel mit der Ebene x = 8. =
CTE=TEe)
p
i By +1TEy
Ihr Scheitel hat ys = 11 und zs = 968. solwe Cdif Y EE ey =y )
fw=11%
vegl 100
Allgemeine Parabelschar: Scheitel bei TR A E (Y (ot g 1 3=
y =16 -2x und |
|
2
zg =+x-(x-30) |Iv-‘£,15—%>
H 2
2|2 g5 || E- . wa| E-
x [2 15] ® [2 15] 268 [2 15]
Weiteres Beispiel: Fir x =15 simplifycans
g 2
" e [x—38)
erhalt man V. = 843,75. - 1
e 2
x Ex43la:l [x=15
Fury = 4 erhalt man diese Parabel a43. 75
. . . CTEIE
mit dem Scheitel bei x=13 und z = V(13,4) =¢€76 e 224184
solwe Cdiff il Cxaddy 22=E,x2
. . . . . fx=137
Die maximale Scheitelkoordinate wir¢ sesherechnet, ML, 40
ETE
dass man die z-Koordinate des allgamemen ] wel -3 2 i
[ fine slix):T
Scheitels als Funktion s(x) definierduind deren done
. . solweldiffiscxl,xd=@,x2
Maximum sucht. Es liegt be«x = 1(, denn {x=1@, »=3@3
0 -
30 liegt nicht im Definitionsbereicii. Floeh Standard Real Bog o]

Der Rest geht ohne CAS schneller:

Dazu gehortdann y=15-3=15-5=10
und schlief3lich die Quaderhéhe h=30-x-y=30-10-10=10 sowie V,, =10-10-10=1000'!
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Experimentelles Ermitteln der Extremwertdaten.

1. Uber eine 3D-Grafik

Der CAS-Rechner CASIO ClassPad verfligt Uber eine

Trace-Option. Klickt man auf das gelb markierte Icon,

dann zeigt er einen Punkt mit einem Kreuz an und gibt

seine Koordinaten an.

Wir beginnen die Bilderserie mit dem Punkt (15|15]0),

der wegen h = 0 noch nicht zu einem Quader gehort.

Betatigt man den Cursorknopf nach

links, bleibt y konstant und der

Punkt gleitet entlang der zugehérigen

Parabel nach links oben.

Zugleich kann man die zugehdorige \
x-Koordinate ablesen und das Zo=243. 75 [z1=:- - (3E-—x—yd |
ZE=T.5 5'":'=l_5=\ _
Volumen des entsprechenden [Fi=x-v- 38w _1|Boa Real o
v

Quaders, das hier 843,75 betragt.

Jetzt ist der Punkt an der linken
Nullstelle der Parabel (x=0)

und naturlich haben wirz =V =0.

Fir das rechte Bild wurde die .Y 2c2343.21875

T "_-.-'E-=15 To=1 . "_-.-'C-=11.25
Cursortaste nach unten bewegt, S ErTT ] [zl=xew-(3E—2-wy |
L=
was y von 15 zu 11,25 verkleinert ¥ Eot Zoom Fnalves ¢
I oom Hnalyse
hat. Jetzt ist z = V = 949! B =] EY EN R

Das absolute Maximum erha't.man wenn man den
Punkt auf die Koordinaten x = 10, y = 10 gebracht hat.
Dann erhalt man z =V = 1000.

Dies war ja auch das errechnete Maximum!

zo=1H8A

z=1H Ye=10
[z1=x- v (3E—x—wd |
Eoa FReal |
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2. Uber die dynamische Grafik des CASIO ClassPad.

Hat man die Volumenfunktion definiert

, kann man sich

zu jedem festen y das Schaubild der zugehdrigen

Funktion
bzw. z=V(x,5) = —5x? —125x

abzeigen lassen:

Z=V(x5)=30-x-5-x*5-x-25

([ Edit Aktion Interaktiv
il [ adv]AAw

|Define Wy =0y

2 Xy—xxy

- Edit Zoom Analyse #

»r Edit

¥ Edit Zoom Analyse #

] i B A (S Tl

1e+3

Zoom Analyse #

i T ] ] Y P (5= e R

Mit Hilfe der dynamischen Grafik gelingt es, in einca

Grafikfenster von einem y-Wert zum néchsten

umzuschalten. Rechts sieht man sie Voreinstellung,

die zu den drei dargestellten Kurven passt.

Die dynamische Grafik ruft man auf, indeia mén das

schwarze auf der Spitze stehende Quzdracanklickt.

Darunter wird dann auf Dynam. Grai.:

Daraufhin 6ffnet sich das folgawid'a cCivistellungsfenster:

Man muss die Variable y in die

5. Zeile schreiben, dann reagiert

die Cursortaste nach oben bzw. unten
fur die VergrofRerung bzw.

Verkleinerung des Parametersy.

Die Schrittweite und den Endwert
kann man auch noch anpassen

und dann damit experimentieren.

gedriickt.

=1R —
- ElatoiJBlat 2 [Blatt2 |Blattd [Blatts |
—1R Fro=vix, 1a)

Blattl [Blatt? [Blatt? [Blattd [Blatd|[{1»2: 0

Evi=v(z, 18] (=
Blattl |Blatt? [Blattl [Blattd [BL|Ow=2:0 Dus ]
Eyvl=y(x:5) E¥een O&:DO
Owz2:-0 ¥4:0 :

OwS: O i O
Ow3:0 ¥t '3

Ow&:= 0 o ul
Ov4:-0 bk =
Ows: 0 Ow7-0 IB~3 Real
Ow&:0 Lwg:0 B N .|
Ow7:0 Bog Real ]
Owg: [ ]
Boa Real [1T]

Fenster-Einst.
- Speicher w20 D30
Ox-Logar Ow-Logar

xrmin :
max -
Skala :-1
Punkt :=8.12814159292
-1 i o
wmin - -18
max : 12684
Skala =1
!_ S G |'v'cur'gabelm

Blattl [Blatt? [Blatt3 [Blattd [[4| ¢
E':r'].:"-"':f-\i:'_'r':' [_]ﬁ

O+w2:n0
W Edit Zoom Analwse ﬂ

Bild speichern
Bild aufrufen

Dwnam. Grafik

i Schattierung
ynam. Sl Vorinstalliert ¥
= Modif. OAuto  ®Manuell Ungl. —Grafik  *
J Dvnamisch ez x :
Startwert - 1 Meu zeichnen
Ende Hel |
Schr. =1 P —1A
Dvnamisch  «v: 8
1 Startwert : 1 [ | E
Ende - 2@
Schr. A5 2 |Blatt? [Elattd [[4]*
|: HEE G ]
Elattl |Elatt® [Elatt3 [Elattd [|4 ¢
Evl=tix,w] [—] [
Ow2:0 e
|EI';.I8: 0O
Boga Real
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Hier einige Screenshots zu verschiedenen Einstellungen:

W Edit Zoorm Analvse # |Z|—||
==

4

Modif .

~y Edit Zoom Analyse # Eﬂl W Edit Zoom Analwse # IZﬂl
B |2 (S| S O | B [

¥ Edit Zoom Analvse # IZﬂI
B EE ol |

[ &

1e+3

48
1
Madif.
=1 =5

" Edit Zoom Fnalyse 4 Bd|
Y o w
=2 2]

[ 15|

48

Modif .

15

Es sieht aus wie eine Folge von Rdntgenaufnahmean ui¢ ser Funktionenschar.

Klickt man im Einstellungsmeni auf Auto, dann lautidiese Bilderfolge

automatisch ab!

Man hat beim Testen dieser Einstellung den Eindruck, dass der Scheitel

der angezeigten Scharparabeln fur y = 9,5 am hichsten liegen kénnte.

Hierzu kann man noch ein wenig weiter e ‘oer: nentieren:

Man lasst sich die Parabel zuy = 9.5

anzeigen und dazu Uber die

Menupunkte ,Analyse — Grafische Ltaung — Maximum* diese Anzeige

ausgeben:

Hiernach ist das Volumen zu'y = ©i5 und x = 10,25 maximal mit dem

Wert V(10.25,9.5) = 998,09375,.

Man kann dann versuchen: y = 9.7 und erhalt:

V(10.15,9.7) = 999,31825

Und dann kann man versuchen: y =10
und hat mit V(10,10) =1000 tatséachlich

¥ Edit Zoom Analyse # Eﬂl

[p1=vix, 5.7

das absolute Maximum gefunden, was man natirlich

erst durch die Rechnung beweisen kann, dass man

wie auf Seite 6 zeigt, dass dann der Hochpunkt am hdchsten liegt.

] Grafik Ei

|' Modif,  ®Auto OPManuell

= [enamisch 4 x
Startwert 1
Ernde :
Schr. =1

Dvnamisch  av:y
Startwert: 1

Dynam.

Ernde :Ze
Schr. @5
Cox o] |

\V Edit Zoom Hnal:.-'se + Eﬂl

L

Faximum
xc=10. 25 =008, B9STS
[p1=vix, 9.5 |
Elattl [Blattz [Blattd [ElA [
Ewl=tx,3,5) [—lﬁ
Orz:-no

¥ Edit Zoom Analyse # Eﬂl
o [ B

Fazxirnumm
=o=10 [t ] I

pi=vix, 100 |

Es ist dabei egal, ob man y als Parameter verandert oder X, ob man also die ,Flachen” der

Funktion z = V(x,y) mit Ebenen parallel zur yz-Ebene schneidet oder mit Ebenen parallel zur

yz-Ebene. Das liegt an der symmetrischen Bauart des Funktionsterms (siehe vorne).
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3.

Uber die Trace-Funktion von MatheGrafix 7 Pro

- [B]x]

Koordinatensystem

© & B & & 00 (N " e OBB G
Fieset Offren  Speichern  Dnucken  Kopieren  ‘wWertetabelle Prasentation o = : [ Fabe
Funktionengchar d l J . |1Mcm 77777777 _ [¥] Trace
[@ v/ et = 30zt 2 [[«](c]
) = E] [ sin H cog ][ tan H cot ]
[f()(.l) =][y(x) = ] [alcsin ][alccus][alclan ][EICCDI]
[I]E]E]D [ sqrt ][ sqr ][ abs ][ "I]Ul]
E]E]E] [W’ulzel][ﬂuadr. ][ Betrag ][ Gauss ]
E]@ [Hunde][Signum][ Heavizide ]
LB Coe Jl e [dD]
BE]E] [ sinh H cosh ][ tanh H coth ]
mm@m [alsinh ][alcush][ artanh ][EICD“I]
Eigenschaft Graph (1.]
xvon |0 ixbis'll]l] I > > Y |—:-:
tvon 1 | this|20 | Schi 1 |
Zubihir
2 T | X o [ ]

Ubersicht  Beschriftung Senkrechtz  Punkte Kreize Flachen

T(10.0011000,000) 1. flxt) = 77 t-x"2%t-x7t"2

Die Funktionenschar wird flr x > 0 mit den Parametern‘c:an, 1 bis 10 in Einerstschritten dargestellt.
Ab Version 7 verfugt das Programm (nach meinem Wur st i) Uber eine Tracefunktion, die man auf die
Scharkurven umschalten kann. Man klickt rechts ¢hen, Trace” an und erkennt nun, dass man mit der
Maus ein kleines Quadrat entlang der Kurve bew:ageri kann. Dann verdndert man den Parameterwert
und entdeckt, dass man den héchsten Hochpunkt mit t = 10 bekommt. In der untersten Zeile kann
man seine Koordinaten ablesen: T(10,00|£000.000).

Nun muss man nur noch verstehen, was rivaa‘getan hat:

t = 10 bedeutet hier y = 10. Diwerste Koordinate von T ist x = 10 und die zweite ist der
Funktionswert also z = V(10,207 =1000 .

Das Ergebnis ist jedoch mit"¥arsick t zu geniel3en, denn wir haben ja nur bestimmte Scharkurven

dargestellt. Es ist zumindest vorstellbar, dass man firt = 10,1 odert=9,9 einen etwas hdher
liegenden Hochpunkt erhélt. Will man das tUberprifen, muss man eben diese Kurven darstellen
lassen. Aber da man dies nicht beliebig verfeinern kann, bleibt jede experimentelle Methode nur ein

mehr oder weniger guter Hinweis auf das Ergebnis.
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Weitere Uberlegungen zur Funktionen mit 2 Variablen.

Die aufgestellte Zielfunktion V(x,y)=30xy - x%y —xy? ist eine Funktion von 2 Variablen.

Wir haben gesehen, dass man durch Schnitt mit Ebenen parallel zur xz-Ebene oder zur yz-Ebene

Parabeln erhalt. Die Uberlagerung dieser Parabelscharen ergibt die Flache.

Wie auf Seite 15 bis 17 Erklart worden ist, benétigt man fur den Hochpunkt der Flache horizontale

Tangenten in x-Richtung und in y-Richtung.

Dazu berechnet man die Ableitungen der in x-Richtung bzw. in y-Richtung zeigenden Parabeln.

Dies sind sie sogenannten partiellen Ableitungen:

Partielle Ableitung nach x: V, (x,y) =30y —-2x-y —y? )
Partielle Ableitung nach y: V, (X,y) =30x—x* - x- 2y (2)

Auf der Suche nach dem Maximum dieser Zielfunktion muss jictr dieser beiden Ableitungen

zum Maximum fuhren. Also werden beide Ableitungen 0 gesew*:

{Vx (xy)

Vv, (xy) = 8l

y

30y —-2x-yo-y> =0
30X —X=X-2y =0

A£30-2x-y)=0
Ausklammern: y ) X y)
R0 x-2y)=0

Die ersten Losungen sind x; = 0 und 1= 0. Da beide Werte fir den Quader nicht zugelassen sind,
(30-2x-y=0 (I)}

bleiben die Klammern ubrig: (30-x-2y=0 0

Aus (1) folgt: y =30 —2x (tn
Eingesetzt in (I1): 30-x-2-(30-2x)=0
30-x-60+4x=0
3x =30
x=10.
Dazu folgt aus (llI): y=30-2-10=10
und dann h=30-x-y=10.
SchlieRlich: V. = X-y-h=10-10-10 =1000.
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Letzter Zusatz:
Auf Seite 1 dieser Aufgabe haben wir die Zielfunktion entwickelt. Das Ergebnis war:
V(x,y) =30xy — X’y — xy>.
Die Frage nach dem Definitionsbereich war nicht ganz geklart.

Wir hatten gesagt, dass x und y sicher positiv sein miissen, andererseits wegen x +y + h =30

aber kleiner als 30 sein mussen. Man kann den rechten Rand genauer kléren!

Wir haben gesehen, dass die Schnittkurven mit den Ebenen x =c¢ bzw. y =d nach unten

geodffnete Parabeln sind.
In der Ebene x = ¢ liegt beispielsweise die folgende Parabel:
z=V(c,y) =30cy —cv-‘cy?
bzw. z = —cy? +(30c—r’>~v
Sie hat diese beiden Nullstellen:

_ w2
y(-cy +380%C%) =0

Die erste Nullstelle ist y, =0
die zweite erhalt man aus: —cys+30-¢c*=0
o/ =%0-c?
=80-c® 30
N ———— =2

C Cc

Das heildt: Wenn x =c i<t /4an kann y nur aus } 0;§—c{ sein.
c

Es ist al<a gar r cht mdglich, flr x oder y einen eigenen unabhangigen

Definitionsbercich anzugeben.
Nachtrag: Man kann dasselbe fiir eine Ebene y = d (parallel zur xz-Ebene) durchrechnen:

Parabel: z=30d-x-d-x?-d?-x
bzw. z:—d-x2+(30d—d2)-x

Diese Gleichung ist im Grunde dieselbe wie oben nur mit x statt y und d statt c.

Man kommt daher fur y = d auf dieselbe Weise zu x } 0 ;g—c [ .
c

Bei 2 Variablen ist eben alles etwas komplizierter!
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Bilderbuchseite zu V(x,y)=30xy —x*y—xy? - nur zum GenieRRen!

Die Flache von ,rechts au3en” ein CASIO-CAS-Bild ...
(und mit einer teuren Software ...)

Der Hochpunkt hat die Koordinaten H(10|10|1000) (weiRer Punkt)

|V Edit Zoom Analwse # :I
B S ENEY S

[z1=x- v (@22 |
EBog Real |

Jetzt wurde diese Flache um etwa 90 Grad na< w:acts gedreht, so dass die z-Achse jetzt im
Vordergrund steht. Die rechte Abbildung zeigt genau die entgegengesetzte Position, bei der die

z-Achse hinten ist. Dadurch kann man teilweise unter die Flache schauen!

AN
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I

7 0
%m:

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



